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INTRODUCCIÓN 

 

En el presente trabajo se mostrará la existencia de soluciones débiles positivas 

para un problema elíptico vía método de sub-supersoluciones, es decir se 

estudiará el problema: 

( )
( , ) ( , )     

    0                                        ,

q s

ß

L L
u f x u u g x u u en

P
u sobre

− = + 


=    

 

Definido en una región acotada 𝛺 ⊂  𝑅𝑁 (𝑁 > 1)  con frontera de clase  𝐶2, donde   

| . |𝐿𝑚 es la norma usual del espacio  𝐿𝑚(Ω),  −∆𝑢 ≔ −𝑑𝑖𝑣(𝛻𝑢)  es el operador 

𝐿𝑎𝑝𝑙𝑎𝑐𝑖𝑎𝑛𝑜 , 𝑞, 𝑠 ≥ 1,   𝛼 , 𝛽  ≥ 0  y  𝑓, 𝑔: Ω 𝑥 𝑅 →  𝑅 son funciones que satisfacen 

ciertas condiciones, que serán precisadas más adelante.  

 

En las últimas décadas surgieron varios trabajos relacionados con el operador 

Laplaciano, como por ejemplo los encontrados (E. Acerbi & G. Mingione,, 2002, 

213259.) (X.L. Fan & D. Zhao, 1999, 295318.) (X.L.Fan,GlobalC1, 2007, 397-

417) y sus referencias. Las ecuaciones diferenciales parciales que involucran el 

operador Laplaciano surgen, por ejemplos en fluidos mecánicos, fluidos no 

Newtonianos, en la elasticidad no lineal y procesamiento de imágenes. 

 

En (F.J.S.A. Corra, G.M. Figueiredo & F.P.M. Lopes,, 2008, Vol. 21, 305-324. ) 

los autores utilizaron un argumento de sub- supersolución para estudiar el 

problema.  

{−∆𝑢 =  |𝑢|𝛼 𝐿𝑞     𝑒𝑛  𝛺,    𝑢 =  0  𝑠𝑜𝑏𝑟𝑒  𝜕𝛺,       

Mientras que  (M. Chipot & F.J.S.A. Corra,, 2009, 381-393), los autores utilizaron 

un teorema abstracto de sub- supersolución cuya prueba se basa principalmente 

en una versión del Teorema de Minty- Browder para operadores  P 

seudomonotonos. 

 

Es así que este proyecto es de alto interés para un sector significativo de la 

ciencia actualmente, el cual es reflejado en su alto nivel de publicaciones dentro 

de la comunidad matemática. 
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I. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

 

1.1. Descripción de la realidad problemática: 

El presente trabajo tendrá como objetivo principal mostrar la existencia de 

soluciones débiles   positivas para un problema elíptico vía método de 

sub-supersolución. 

( )
( , ) ( , )     

    0                                        ,

q s

ß

L L
u f x u u g x u u en

P
u sobre

− = + 


=   

Donde 𝛺 es una región acotada 𝛺 ⊂ 𝑅𝑁 con frontera de clase  𝐶2   y con 

condiciones de Dirichlet, esto es 𝑢(𝑥) = 0 para 𝑥 ∈ 𝜕𝛺. 

 Ademas asumiremos  sobre , ß, 𝑠, 𝑞 > 0 y 𝑓, 𝑔: Ω 𝑥 𝑅 →  𝑅 que satisfacen 

las siguientes condiciones: 

➢ Las constantes obedecen las siguientes desigualdades 𝑞, 𝑠 ≥ 1  y  𝛼, 𝛽 ≥ 0. 

➢ Si ( ),u u  es un par de sub-supersolución para (P) con u  > 0  𝑐. 𝑠.  𝑒𝑛 𝛺 , 

entonces 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑔(𝑥, 𝑡) ≥ 0 𝑒𝑛  0,x u


   siendo estas funciones 

continuas 

 

Estas hipótesis son las usuales presentes en la bibliografía mencionada en este 

trabajo.  

 (Zeidler E. Nonlinear, 1990) 

 

1.2. Formulación del problema 

Teniendo en cuenta lo referido en el apartado anterior, la presente 

investigación formula la problemática en los siguientes términos: 

 

1.2.1. Problema General 

¿Existen Soluciones Débiles Positivas para un Problema Elíptico Vía 

Método De Sub-Supersoluciones? 
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1.2.2. Problemas Específicos 

• ¿Es posible definir una solución débil a partir de su formulación variacional 

para un problema elíptico? 

• ¿Es posible definir el par de sub – supersolución para el problema elíptico 

asociado? 

 

1.3. Objetivos 

1.3.1. Objetivo General: 

Probar que existen Soluciones Débiles Positivas para un problema 

Elíptico Vía Método de sub- supersolución. 

 

1.3.2. Objetivos específicos: 

• Definir una solución débil a partir de su formulación variacional para un 

problema elíptico.  

• Definir el par de sub – super solución para el problema elíptico asociado.  

 

1.4. Justificación 

Desde una perspectiva teórica el estudio aportará información de alta 

relevancia acerca de la existencia de soluciones débiles positivas para un 

problema elíptico mediante el método de Sub y Súper solución las cuales 

permitirán modelar ciertos fenómenos físicos, como la ecuación de la 

onda, fenómenos matemáticos, como la ecuación logística, fenómenos 

sociales como el comportamiento de los ciudadanos ante el covid-19. 

 

El aporte metodológico de esta investigación consistirá en presentar un 

nuevo procedimiento que dará a conocer los pasos, métodos y técnicas a 

seguir en la determinación de la solución de una clase especifica de las 

ecuaciones diferenciales parciales elípticas usando el método de sub-

supersolución. 

 

 Es así que el presente proyecto formula un tema de actual interés y 

se espera con esto contribuir en el desenvolvimiento de la teoría 
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matemática de las ecuaciones diferenciales no lineales y contribuir en la 

construcción de las bases matemáticas para el desarrollo de la tecnología 

de punta en el País. 

 

1.5.  Delimitantes de la investigación. 
 

 1.5.1. Teórica 

No se aplica en este tipo de proyecto. 

 1.5.2. Temporal  

No se aplica en este tipo de proyecto. 

 1.5.3. Espacial  

No se aplica en este tipo de proyecto. 
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II. MARCO TEÓRICO 

 

2.1  Antecedentes: Internacional y Nacional  

Internacionales 

• (M. Chipot & F.J.S.A. Corra,, 2009, 381-393) en su artículo On Some 

Model Diffusion Problems With a   Nonlocal Lower Order Term. Los 

autores consideran una clase de problemas parabólicos no lineales 

donde el término de orden inferior depende de una integral ponderada de 

la solución y abordan los problemas de existencia, unicidad, soluciones 

estacionarias y, en algunos casos, comportamiento asintótico. 

 

• (A. Ambrosetti, H. Brezis & G., 1994, No. 2, 519-543.) En su artículo 

Combined effects of concave and convex nonlinearities in some 

elliptic problems, Journal of Functionar su muestra. La existencia de 

dos soluciones positivas de la ecuación elíptica en RN con no linealidades 

cóncavas y convexas. 

  

• Dos Santos y Figueiredo (1994) En su trabajo Soluciones positivas para 

una clase de problemas no locales que involucran espacios 

generalizados de Lebesgue. En este trabajo probaron la existencia de 

soluciones positivas para una clase de problemas escalares no locales y 

sistemas de tales ecuaciones. Usaron el método de sub-supersolución 

combinado con argumentos de punto fijo y aplicamos los resultados a 

algunos problemas concretos. 

 

Nacionales 

• MACHADO (2017) En su trabajo Existencia de soluciones débiles de un 

sistema elíptico no lineal vía el teorema de Schauder. Probo la existencia 

de una solución débil para el siguiente problema elíptico no lineal.  

( ( , ) )   en 

                       0 sobre 

div a x u u f

u

−  = 


=     (1) 

 



12 
 

Además, el autor mostró la existencia y unicidad de una solución débil 

para el problema del siguiente tipo  

( )( ) ( )
2

, ,   en 

                                                     0 sobre 

i

i i i

p

x i x xa x u u u b x u f

u

−−   + = 

 =    (2) 

Para resolver (1) el autor usó la teoría de las funciones semicontinuas, 

aplico                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

el teorema de Lax – Milgram y el teorema del punto fijo de Schauder. Para 

resolver (2) aplico el teorema de Minty – Browder y el Teorema del punto 

fijo de Schauder.  

  

• ACUÑA (2019) En su trabajo Solución débil a una ecuación elíptica 

con el (P,Q)- laplaciano y término no lineal dependiente del gradiente 

.En esta tesis, estudio un problema elíptico no lineal con el (p,q)-

Laplaciano y que tiene un término convectivo (el término dependiente del 

gradiente). Probo que bajo condiciones adecuadas para el término 

convectivo, el problema posee una solución débil. Además obtubo un 

resultado de unicidad y presento un algoritmo de aproximación numérica. 

 

• SANTARIA (2015)  En su trabajo Ecuaciones y Sistemas Elípticos con 

Crecimiento Superlineal  estudio ecuaciones elípticas de la forma  

 

( )
( )1

0

( , ),  en 

               

u u f x u
M

u H

− + = 


 
  

Donde ( )2N N   es un dominio limitado o N=  y 

:   f x ⎯⎯→  es una función continua con condiciones de crecimiento 

subcrítico y crítico.  

También estudio el sistemas de ecuaciones elípticas de la forma.  

( )S
 

1

0

( , , ),   en 

( , , ),   en 

,    H ( ),

u f x u v

v g x u v

u v

− = 

− = 
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Donde ( )2N N  , 2, :f g x ⎯⎯→  son funciones continuas con 

condiciones de crecimiento subcrítico. Encontró soluciones definidas en 

( ) ( )1 1

0 0 ,H xH   para sistemas elípticos de tipo gradiente y de tipo 

hamiltoniano.  

 

2.2. Bases Teóricas 

● En esta sección haremos un repaso de los conceptos básicos necesarios 

para el desarrollo del presente proyecto de tesis, con esta finalidad se usó los 

trabajos de (M. Chipot y N.H ). 

 

Proposición (1).-  Sea ( )n n N
x


 una sucesión en un espacio de Banach E.  

Entonces. 

a. nx x→ en , , *nE f x f x f E →    

b. Si nx x→   en E, entonces nx x→   en E.  

c. Si nx x→   en E, entonces nx  es acotada y liminf .nx n x →  

d. Si nx x→  en E y 
nf f→   en E*, entonces , ,n nf x f x→   

 

Demostración: Ver (A. Ambrosetti, H. Brezis & G., 1994, No. 2, 519-543.) 

Proposición (2).-  Sea E un espacio de Banach reflexivo y ( )n n N
x


 una 

sucesión acotada en E. Entonces existe una subsucesión  ( )
knx k N  que 

converge en la topología débil.  

Demostración: Ver (E. Acerbi & G. Mingione,, 2002, 213259.) 

 

1. Espacios ( )PL   

Sea  un abierto de nR  y 1 p   , definimos ( )PL   como el espacio de las 

funciones medibles :u R⎯⎯→  tal que 
P

u  es Lebesgue integrable sobre . 

La norma en ( )PL   es dado por:  
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    ( )

1

( )P

p P

L
u u x dx

 

 =
    

Para el caso en que p =  , definimos ( )PL   como el espacio de funciones 

medibles que son esencialmente acotadas y  

    ( )  inf ;    ( )  c.s. en 
L

u c u x c 
=  

 

En una norma en ( )L   

Teorema (1).- Si 1 ,p    entonces ( )PL   es un espacio de Banach con 

la norma  

    
( )

1/

( )
P

P

P
u u x dx


=    

Demostración.-  Sabemos que ( )PL   es un espacio normado. Resta 

probar que es  un espacio completo. Para ello sea  ( )
1n n

u


=
 una sucesión 

de Cauchy en ( )PL  . Entonces, dado 0   existe M = M ( ) N   tal que  

  
p p p

n m n m p
u u dµ u u 


− = −  siempre que m, n M   

 

Sea ( )
1k k

g


=
 una subsucesión de  ( )

1n n
u



=
 tal que 

1 2 k

k k p
g g −

+ −   para 

todo .k N  Consideremos la función  

   
  1 1

1

: ,   ( ) ( ) ( ) ( )k k

k

g R g x g x g x g x


+

=

→   = + −
  

Sabemos que g es medible y no negativa. Así mismo, 

   
1 1

1

( ) lim ( ) ( ) ( )

p

p

k k
n

k

g x g x g x g x


+
→

=

 
= + − 

 


 

Por el lema de Fatou, se deduce  

   
1 1

1

liminf ( ) ( ) .

p

p

k k
n

k

g dµ g g x g x dµ


+
 →

=

 
 + − 

 
 

 

Elevando ambos miembros a 
1

P
 y usando la desigualdad de Minkowski, 

obtenemos  
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( )

1

1 1 1

1

liminf 1.
p p

k kp p pn
k

g dµ g g g g


+
 →

=

 
 + −  + 

 
 

  

Entonces, definiendo  : ( ) ,A x g x=     de (2) podemos concluir que 

( ) 0.µ A− =  Luego, la serie en (1) converge excepto tal vez en un 

conjunto de media nula  -A, esto es, una serie µ - casi siempre. Se tiene 

que la función ( ): ,P

Ag X L   donde AX  es la función característica de A. 

Definimos :f K→  por:  

   1 1

1

( ) ( ) ( ( ) ,  x A0,k k

k

f x g x g g x si


+

=

 
= + −  
 

  si x A  

Como ( ) ( ) ( )1 2 1 3 2 1.....k k kg g g g g g g g −= + − + − + + −  tenemos  

   

1

1 1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k

k j j

j

g x g x g x g x g x
−

+

=

 + − 
  

Para todo  y ( ) ( )kx g x f x→  para todo x A , esto es, una sucesión ( )
1k k

g


=
 

converge para f c.s. Por el Teorema de la Convergencia Dominada, se 

deduce que 
( )Pf L 

 

Proposición 3 (Desigualdad de Holder)  Si ( )Pu L   y ( )qv L   como 

1 p    y 1 1 1.p q+ =  Entonces se tiene la desigualdad.  

( ) ( )q
P LL

uv u v
 


 

Demostración : Ver (A. Ambrosetti, H. Brezis & G., 1994, No. 2, 519-543.)  

Observación.  Cuando p = 2, tenemos el espacio ( )2L   que es un 

espacio de Hilbert dotado del producto interno.  

( ), ( ) ( )u v u x v x dx


=   

Y la norma inducida, es  

2

12
2

( )
( )

L
u u x dx

 

 =
   

Proposición 4.- (Teorema de la Representación de Riesz).- Sean 1 < p 

< , ( )( )*PL   y 
1 1

1
p q
+ = . Entonces existe una única función 
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( )qu L   tal que  

( ), ( ) ( ) ,   Pv u x v x dx v L


=     

Además    

( ) ( )( )*q pL L
u 

 
=

 

 

Demostración : Ver (A. Ambrosetti, H. Brezis & G., 1994, No. 2, 519-543.) 

Proposición 5.-  Sea ( )( )1 *L    entonces existe una única función  

( )u L 
  

entonces existe una única función ( )u L   tal que  

( )1, ( ) ( ) ,  v u x v x dx v L


=     

También tenemos la siguiente isometría.  

( ) ( )( )1 *L L
u 

  
=

 

Demostración : Ver (A. Ambrosetti, H. Brezis & G., 1994, No. 2, 519-543.) 

Proposición 6.-  Sea ( )( )1 *L    entonces existe una única función 

( )u L   tal que  

( )1, ( ) ( ) ,   v u x v x dx v L


=     

También tenemos la siguiente isometría.  

( ) ( )( )1 *L L
u   

=
 

Demostración : Ver (A. Ambrosetti, H. Brezis & G., 1994, No. 2, 519-543.) 

 

Proposición 7.- Sea ( )n n N
f


 una sucesión de funciones acotadas en 

( )PL    y sea ( )Pf L   tal que  
( )

0Pn L
f f


− ⎯⎯→ . Entonces existe una 

subsucesión  
( )

knf
 tal que  

1.  ( ) ( ) . .
knf x f x c s⎯⎯→ en  

2.  ( ) ( ),
knf x h x k N    y c.s. en  con ( )Ph L   
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Demostración : Ver (E. Acerbi & G. Mingione,, 2002, 213259.) 

 

 

2. Distribuciones 

Denotemos por ( )D   al espacio de las funciones de prueba en . Se 

define la distribución sobre  a toda forma lineal y continua T: D ( ) .R →  

El conjunto de todas las distribuciones sobre  es un espacio vectorial el 

cual se representa por D/ (), llamado espacio de las distribuciones sobre 

. 

, ( ) ( ) ,uT u x x dx 


=    
( )D  

, 

Es una distribución sobre . 

Proposición 8.-  (Lema de Du Bois Raymond) Sea ( )1

locu L   entonces 

0uT =  si y solamente si u = 0 casi siempre en . 

 

Demostración : Ver (E. Acerbi & G. Mingione,, 2002, 213259.) 

De esta proposición se tiene que uT  queda unívocamente determinada por 

u casi siempre sobre , esto es, si ( )1, locu v L  , entonces u vT T=  si y 

solamente si u v=  c.s. sobre . Por este motivo se identifica a uT  como la 

distribución que define u.  

 

Proposición 9.-   Sea  ( ) ( ) ,P

v locv N
u L


   1 ,p    tal que 

vu u⎯⎯→  en 

( ) ,P

locL   entonces vu u→  en ( )*D    ( ) ( )( )1 *locL D →   

Demostración : Ver (Zeidler E. Nonlinear, 1990) 

Sea ,nN   se define la derivada de orden  de una distribución T sobre 

 como sigue.  

( ), ( 1) , ,D T T D D
   = −   

 

 

Se verifica que D T  es una distribución. Con esto tenemos que toda 
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distribución sobre  posee derivada de todas las órdenes, que aún es una 

distribución sobre . Además, el operador derivación 

: *( ) *( )kD D D →   tal que T D T  es lineal y continuo.  

 

3. Espacios de Sobolev 

Consideremos  un abierto acotado de nR  con frontera  bien regular. 

Definamos el espacio de Sobolev como:  

( ) ( ) ( ) , ; , ,m p p pW u L D u L m  =      
 

 

Donde D  es el operador de derivación de orden , en el sentido de las 

distribuciones, este espacio dotado de la norma:  

( ).

1
1/

( )
0m p p

P
p P

W L
u m D u

=



 =  
    

Proposición 10.-  El espacio de Sobolev ( ),m pW   es un espacio de 

Banach.  

Demostración : Ver (E. Acerbi & G. Mingione,, 2002, 213259.) 

Proposición 11.-  Es sabido que 
0C  es den so en ( ) ,PL   más no es 

verdad que 
0C  es denso en ( ),m pW   para 1,m   como veremos 

posteriormente. Motivado por esta razón se define el espacio ( ),m pW 

como el cierre de 
0C  () en ( ),m pW  , es decir: 

( )

( )
,

,

0 0

m pW
m pC W


 = 

 

Demostración : Ver (A. Ambrosetti, H. Brezis & G., 1994, No. 2, 519-543.) 

Proposición 12.- Sea ( ),

0

m pu W   y u  la extensión de u cero de . 

Se tiene:  

a) ( ),m p nu W R   

b) ( )D u D u =  para todo a m   

c) 
( ) ( ), ,m p m p nW W R

u u

=   

Demostración : Ver (E. Acerbi & G. Mingione,, 2002, 213259.) 
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Proposición 13.- Si ( ),

0

m pW  = ( ), ,m pW   el complemento de  en el nR  

tiene medida de Lebesgue nula.  

Demostración : Ver (A. Ambrosetti, H. Brezis & G., 1994, No. 2, 519-543.) 

Teorema 14.- (Inmersión de ,k pW ). Sea nR  un abierto limitado de 

clase 1,C k N  y  1 .p   Entonces,  

i)  Si kp < n  

( ) ( ),k p qW L → 
 

Para todo 1 ;
np

q
n kp

 
−

 

 

ii) si kp = n  

( ) ( ),k p qW L → 
 

Para todo 1q    

iii) Si n < p  

( ) ( )1, 0,p cpctW C  → 
 

Para todo  0 1
n

p
  −   

Demostración : Ver (A. Ambrosetti, H. Brezis & G., 1994, No. 2, 519-543.) 

Observación.- En especial, cuando p = 2, el espacio ( ),2mW   es un 

espacio de Hilbeert que denotamos por ( )mH  . 

Definición 16.-  Un operador lineal T: ,E F→ entre espacios normados, 

es llamado compacto si ( )T A F  for compacto en F, donde A es un 

conjunto acotado en E.  

 

Proposición 17.- Sean E, F espacios normales y T: E F→  operador 

lineal, las siguientes afirmaciones son equivalentes:  

a) T es compacto.  

b) ( )T A es compacto en F para todo acotado A en E.  

c) Para toda sucesión acotada ( )n n N
x


 em E, a sucesión ( )( )n n N

T x


 tiene 
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una subsucesión convergente en F. 

Demostración : Ver (A. Ambrosetti, H. Brezis & G., 1994, No. 2, 519-543.) 

Proposición 18.- Sean 
0 0, , ,E E F F  espacios normados y S: 

0 ,E F⎯⎯→  

:T E F→  y 
0:U F F⎯⎯→  operadores lineales con S y U continuos y T 

compacto. Entonces :U T S  0 0E F→  es un operador compacto.  

Demostración : Ver (E. Acerbi & G. Mingione,, 2002, 213259.) 

Proposición 19.-  (Desigualdad de Poincaré).- Sea  un abierto de nR  

acotado en alguna dirección .ix  Entonces.  

( )
2

2
² ² , 'bu L C u vEH       

 

2.3.  Marco Conceptual 

 Grado Topológico 

Sea  un dominio acotado de ( )1, ,N NR C R   y  ; ( ) 0 ,S x J x=  =  

donde J
 representa la matriz jacobiana de . Sea Ny R  con 

( ) ( ).y S     Se  ( )1x y −  tenemos que ( ) ( )det ' 0,J x x =     

entonces por el Teorema de la Función Inversa  es un difeomorfismo de 

una vecindada U de x sobre una vecindad V de y, esto es, 

: ( )U U V → =  es un difeomorfismo. El conjunto  ( )1 y −
 es finito. Sea 

( )1 , NC R   e ( ) ( ).y S    Definamos el grado topológico de 

Brouwer de la aplicación  en relación a  en el punto y, como el número 

entero.  

( )
 

 ( )1

1sgn det '( )  si ( ) 0

deg , ,

                                0  casi contrario,

x y

x x

y 

 
 −

−



 


 = 




 

Donde deg es la función signo que es definida por 

( )
1   , si t > 0 

deg , ,
1,  si t < 0. 

y


 = 
−  

 (Zeidler E. Nonlinear, 1990) 

 Teorema de punto fijo de Shauder 
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Sea E un espacio de Banach y Q E  un conjunto convexo, cerrado y 

acotado. Si :T Q Q⎯⎯→   es un operador compacto y continuo. Entonces 

T, tiene un punto fijo.  

(Zeidler E. Nonlinear, 1990)  

 

Definición de Subsolución 

Decimos que una función ( ) ( )'

0u H L     es una subsolución si u u  

en  y 0u u=   en    y ( ) ( ), ,q s

ß

L L
u vdx f x u u g x u u vdx



 

    +
    

( )'

0v H    con 0V  (Zeidler E. Nonlinear, 1990) 

 

Definición de Supersolución  

Decimos que una función ( ) ( )'u H L     es una supersolución si 

u u  en , 0u u=   en   y ( ) ( ), ,q s

ß

L L
u v f x u u g x u v vdx



 

    +
    

( )'

0v H    con 0V  (Zeidler E. Nonlinear, 1990) 

 

Definición de solución débil 

Decimos que ( ) ( )'

0u H L     es una solución débil positivo del 

problema (P), creando 0u   en  y 

( ) ( ), ,q s

ß

L L
u v f x u u g x u u vdx



 

    +
   ( )'

0v H   (Zeidler E. Nonlinear, 

1990) 

 

2.4.  Definiciones de términos básicos. 

Espacios ( )pL    

Sea  un abierto de nR   y 1 ,p    definimos ( )pL   como el espacio de 

las funciones medibles :u R⎯⎯→  tal que 
p

u  es Lebesgue integrable 

sobre . La norma en ( )pL   es dado por:  
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( )

1

( )p

p
p

L
u u x dx





 
=  
 
   

 

Para el caso en que ,p =   definimos ( )pL   como el espacio de 

funciones medibles que son esencialmente acotadas y  
 

( )  inf ;  ( )  . . en PL
u c u x c c s


=     

 

En una norma en ( )L   (Zeidler E. Nonlinear, 1990). 

 
 Desigualdad de Holder 

Si ( )Pu L   y ( )qv L   como 1 p    y 1 1 1.p q+ =  Entonces se tiene 

la desigualdad.  

( ) ( )q
P LL

uv u v
 


 

 

 (Zeidler E. Nonlinear, 1990). 

 

 Espacio de Sobolev 

 Funciones cuyas derivadas en el sentido de las distribuciones pertenecen 

a los espacios de Lebesgue: decimos que D f g =  en sentido débil o en 

sentido de las distribuciones (Zeidler E. Nonlinear, 1990). 

 

Teorema de la Representación de Riesz. 

Sean 1 < p < , ( )( )*PL   y 
1 1

1
p q
+ = . Entonces existe una única 

función ( )qu L   tal que  

( ), ( ) ( ) ,   Pv u x v x dx v L


=     

Además    

( ) ( )( )*q pL L
u 

 
=

 

 (A. Ambrosetti, H. Brezis & G., 1994, No. 2, 519-543.) 

 

 

  Distribuciones 
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Denotemos por ( )D   al espacio de las funciones de prueba en . Se 

define la distribución sobre  a toda forma lineal y continua T: D ( ) .R →  

El conjunto de todas las distribuciones sobre  es un espacio vectorial el 

cual se representa por D/ (), llamado espacio de las distribuciones sobre 

. 

, ( ) ( ) ,uT u x x dx 


=    ( )D  
, 

Es una distribución sobre . 

(Zeidler E. Nonlinear, 1990) 
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III. HIPOTESIS Y VARIABLES 

 

3.1. Hipótesis 

 Hipótesis general 

Existen soluciones débiles positivas para un problema Elíptico vía método 

de sub- supersoluciones.  

 

Hipótesis especifica 

• Es posible definir una solución débil a partir de su formulación 

variacional, para un problema elíptico.  

• Es posible definir el par  de sub- supersolución para el problema 

elíptico asociado.  

 

3.1.1. Operacionalización de las variables. 

Definición conceptual de variables 

 Variable dependiente (D) 

 D = Soluciones débiles positivas para un problema elíptico.  

 A partir de un problema elíptico multiplicando por una función de 

prueba adecuada e integrando sobre su dominio es posible encontrar su 

formulación variacional procediendo por un camino de densidad y 

continuidad aquellas soluciones que satisfagan dicha formulación 

variacional se definen como soluciones débiles para problemas elípticos 

asociados al referirse con soluciones débiles positivas hacen referencia a 

una condición de signo y monotonía sobre estas soluciones. 

 

 Variable independiente (I) 

 I =  Método de Sub-Supersolucion. 

 El método de sub y Súper solución consiste en Mostrar la 

existencia de algún tipo de solución para un problema variacional a partir 

de soluciones que aproximan de manera Superior y soluciones que 

aproximan de manera inferior este método muchas veces se basa en otros 

métodos de tipo variacional. 
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Procedemos a medir con precisión las variables de acuerdo a las 

dimensiones que presentan, las mismas que darán cohesión y 

congruencia a las variables. 

 

Variables  Dimensiones Indicadores Método Técnica 

D 

 

 -Formulación 

variacional. 

 

 -Espacio de 

fase débil. 

 

 -Condición de 

signo 

-Espacio de las 

funciones de 

prueba. 

 

 -Espacio de fase 

débil. 

 

-Condición de 

monotonía. 

Método de 

escritorio o 

de 

biblioteca. 

Documentos 

cualitativos. 

Revisión 

bibliográfica. 

Trabajo con 

equipos de 

investigación. 

 

I 

 

 

- Sub solución 

 

 

-Súper solución 

. 

 

 

-El funcional de 

Euler lagrange.  

 

-Límite inferior de 

soluciones. 

 

-Límite superior de 

soluciones. 

 

-Formulación 

variacional. 

Método de 

escritorio o 

de 

biblioteca. 

Documentos 

cualitativos. 

Revisión 

bibliográfica. 

Trabajo con 

equipos de 

investigación 
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IV. METODOLOGÍA DEL PROYECTO 

 

4.1.   Diseño Metodológico 

Tipo de Investigación 

Nuestro enfoque de investigación es cuantitativa de acuerdo a mis 

objetivos. El tipo de investigación es de tipo básica, pura o fundamental, pues se 

utiliza las teorías existentes para profundizar en ellas, generando nuevos 

conocimientos o criterios en forma inductiva-deductiva tratando de ser lo más 

exhaustivo posible en cada demostración. Nuestro nivel de investigación es 

descriptivo.  

 

 Diseño de investigación  

Nuestro diseño de investigación es no experimental. Se empezará 

definiendo los términos básicos  que nos ayudaran a demostrar la existencia de 

soluciones débiles positivas para un problema elíptico especifico  tomando como 

método de resolución el método de sub-supersolucion. 

 

4.2. Método de investigación 

El método de investigación a usar es de síntesis bibliográficas (método de 

escritorio o de biblioteca), es decir, se realizará un análisis bibliográfico a 

profundidad con respecto a las teorías relacionadas al presente tema de 

investigación, con ello demostraremos dos teoremas importantes que 

caracterizaran las direcciones equivalentes y la proyección cónica para un 

problema de programación lineal.  
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4.3 Población y muestra 

Población: No aplica para este tipo de proyecto. 

Muestra: No aplica para este tipo de proyecto.  

 

4.4.  Lugar de estudio  

 El lugar de estudio fue en los ambientes de la biblioteca especializada de 

la Facultad de Ciencias Naturales y Matemática. También usamos los ambientes 

de la Biblioteca Central. 

 

4.5. Técnicas e instrumentos para la recolección de la información 

No se aplica para este tipo de proyecto.  

 

4.6. Análisis y procesamientos de datos 

 Con la variable independiente (Método de Sub-Supersolucion) tendremos 

una mejor visualización del comportamiento de las soluciones de un problema 

elíptico. La variable dependiente (Soluciones débiles positivas para un problema 

elíptico) nos dará el conjunto factible. Ambas variables se relacionan ya que el 

primero buscará la mejor solución (óptimo) de todas las posibles que se 

encuentran en conjunto factible. 

 

4.7.  Aspectos Éticos en Investigación.  

El presente trabajo cumple las normas establecidas (artículo 427-438 del 

Código Penal, Ley sobre el Derecho de Autor-Decreto Legislativo N° 822) en 

nuestro país, no incurriendo en el delito contra la fe pública. 

 

4.8.  Si la orientación es hacia un proyecto de inversión, considera:  

Estudio técnico, Estudio económico-financiero, Estudio de la organización 

administrativa.  

No se aplica para este tipo de proyecto. 
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4.9.  Si el proyecto se orienta al impacto ambiental, considera: Área de 

estudio, Evaluación del impacto ambiental, Medidas ecológicas, Plan de 

supervisión ambiental. 

No se aplica para este tipo de proyecto. 
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V. CRONOGRAMA DE ACTIVIDADES 
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VI. PRESUPUESTO 
 

Los recursos que permitirán el normal desarrollo del trabajo de 

investigación se detallan a continuación en la siguiente tabla, montos que serán 

autofinanciados. 

 

ESPECIFICACIONES PORCENTAJE  

(%) 

COSTO 

(S/) 

Material de escritorio                  40 2240.00 

Textos de   especialidad      20 1120.00  

 

Servicios de internet 

  

10  560.00 

 

Escaneos  5         280.00 

Impresiones  10         560.00 

Papel de impresión  

 

5         280.00 

 Discos compactos 8         448.00 

 Empastado de tesis 2         112.00 

                 Total 100 5600.00 

Fuente: Elaboración propia. 
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VIII. ANEXOS: 
Matriz de Consistencia. 



34  

Matriz de Consistencia 

   Título: EXISTENCIA DE SOLUCIONES DÉBILES POSITIVAS PARA UN PROBLEMA ELIPTICO VÍA MÉTODO DE  

                 SUB- SUPERSOLUCIONES.             

 

PLANTEAMIENTO 

DEL PROBLEMA. 

 

OBJETIVOS DEL 

PROBLEMA. 

 

HIPÓTESIS 

 

VARIABLES 

 

METODOLOGÍA 

 

POBLACIÓN 

 

PROBLEMA GENERAL 

 

¿Existen Soluciones Débiles 

Positivas para un Problema 

Elíptico Vía Método De Sub-

Supersoluciones? 

 

OBJETIVOS GENERALES 

 

Probar  que existen 

Soluciones  Débiles 

Positivas para un problema 

Elíptico Vía Método de sub- 

supersolución 

 

HIPÓTESIS GENERAL 

 

Existen soluciones 

débiles positivas para 

un problema Elíptico 

vía método de sub- 

supersoluciones. 

 

VARIABLE 

DEPENDIENTE 

 

 D = Soluciones débiles 

positivas para un 

problema elíptico. 

MÉTODO DE 

INVESTIGACIÓN 

El Método científico 

usada para la presente 

está dentro del Tipo 

cualitativa como Básica 

pura o fundamental. 

Problemas elípticos 

con presencia del 

operador P-Laplace. 

     

PROBLEMAS ESPECIFICOS 

 

• ¿Es posible  definir una 

solución débil  a partir de 

su formulación variacional 

para un problema elíptico? 

• ¿Existe el par de sub – 

supersolución para el 

problema elíptico 

asociado? 

 

OBJETIVOS 

ESPECÍFICOS 

• Definir una solución 

débil a partir de su 

formulación variacional 

para un problema 

elíptico.  

• Probar que existe el par 

de sub – super solución 

para el problema elíptico 

asociado.  

 

HIPÓTESIS 

ESPECÍFICAS 

• Es posible definir una 

solución débil a partir 

de su formalización 

variacional, para un 

problema elíptico. 

• Existe el par  de sub- 

supersolución para el 

problema elíptico 

asociado.   

VARIABLE 

INDEPENDIENTE 

  I = El método de Sub-

Supersoluciones. 

 

El Método es 

inductivo- Deductivo. 

El Diseño es no 

experimental de tipo 

longitudinal. 

MUESTRA 

Un problema 

elíptico con 

presencia del 

operador 

Laplaciano. 

 

 

 
                                            


